Distribui¢oes de Probabilidade Conjuntas

1. Duas varifveis aleat—rias discretas

Exemplo 1. No desenvolvimento de um novo receptor para transmissio
digital de informacao, cada bit € classificado como aceitavel, suspeito ou
inaceitavel, dependendo da qualidade do sinal recebido, com probabilidades 0.9,
0.08 e 0.02, respectivamente. Suponha que cada bit ¢ independente.

Sao analisados 4 bits transmitidos

Dist. binomial comn=4,p=0.9
X - numero de bits aceitaveis /

Y - nimero de bits suspeitos

T

Dist. binomial com n =4, p = 0.08




Y e X estao vinculados:  se y=3, entdo x= 0 ou 1.
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Distribui¢do de probabilidade bivariada: P(X =x,Y =y)

Defini¢cao. A fun¢do de massa de probabilidade conjunta das variaveis
aleatorias discretas X e Y € denotada por

f (X Y)

¢ satisfaz as condicoes:

fXY(x, y)! O

T f (xy)=1

X Y

f (XYy)=P(X=XY=Y)




Permutacoes de

n=n-+n+---+n

tipo r

objetos / \

tipo 1 tipo 2

nln!..n!



Eventos associados a bits: a, S, U

/

[

aceitavel

suspeito

1naceitavel

P(X =2,Y =1) = P(aasi) = 12(0.9)>(0.08)(0.02) = 0.0156

Possiveis sequencias consistindo de dois a,

um s cumu
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Distribuicao de Probabilidade Marginal

Quando temos mais de uma variavel aleatoria em um experimento aleatorio,
¢ importante distiguir entre:

* Distribui¢do de probabilidade conjunta de X ¢ Y
* Distribuicdo de probabilidade de cada variavel individualmente.

/

distribuie<o de probabilidade margina

No nosso exemplo:
A distribuicao marginal de X ¢ binomial comn =4¢p =0.9
A distribui¢cdao marginal de Y ¢ binomial comn =4¢ p = 0.08



Por exemplo,

P(X=3)=P(X=3Y=0)+P(X=3Y=10)
=0.0583+0.2333=0.292

De fato,

4 $

P(X=3) =4 - 0.9°0.1% =0.292
0

Notacao:

fy(3) = P(X =3



Definicao. Se X e Y sido variaveis aleatorias discreta com fungdo de
massa de probabilidade conjunta

T (X0Y)

Entdo as fun¢des de massa de probabilidade marginais de X e Y sdo:

fi(x)=P(X=x)=1 f,(x,»)

f,(N=PY=y)=) f. (x)

R X conjunto de todos os pontos no dominio de (X,Y)tal que X = X
R

Y conjunto de todos os pontos no dominio de (X,Y)tal que Y=Yy




Variancia e Valor Esperado

1 (%
E(X)=pu, =1 xf (x) =] Xi! ><fXY(X,y)'&
X X R(

=1 T (xy)=1 X (xy)
X R R

V(X)=0.=) (x= i1, ) (0= (x—1,) D f. (XY
X X F§

=N Y (x—w ) f (Y= D (x—w ) f(XY)
X R R

R — todos os pontos do dominio de (X,Y).



E(X)=0[ /‘U(n 0) + fxr(0. 1) + fir(0,2) + fir(0.3) + fir(0, 4)]
+ [ f(1 0) + fip (L 1) + fir(1, 2) + fip(1, 3) ]
+ 2[ fir(2,0) + fi(2, 1) + fir(2, 2)]
+ 3[ fir(3, 0) + fir(3, 1)]
+ 4 fiy(4.0)]
= ()[() ()()()]] -+ l[().()()3(w] -+ 2[().()486] -+ 3[().()29]6] -+ 4[().(15(11] = 3.0

Como a distribuicdo marginal de X € binomial,

E(X)=np =4(09) = 3.6

Além disso,

V(X) = np(1 — p) = 4(0.9)(1 — 0.9) = 0.36



Probabilidade condicional

P(B|A) = P(Bn A)/ P(B)

Voltando ao exemplo:

P(X =3Y =0)

P(X =3

_f,(30)_005832_
f (3  0.2916

P(Y=0|X =3)=

200




P(Y=1|X =3) =

P(X = 3) f (3 02916

=3vy=1) f.(31) o
P(Xx=3Y=1)_ 1,81 _02333_

Defini¢cao. Dadas varidveis aleatorias discretas X e Y com fungdo de
massa de probabilidade

fxy(xa y)

A funcdo de massa de probabilidade condicional de y, dado X = X, ¢

f(XY)
f (X)

fyx(Y) = para f (X)>0




Func¢ao de massa de probabilidade condicional

 Usada para encontrar as
probabilidades dos possiveis f

valores para Ydadoque X=x. | = TY|X

* Funcao de massa de
probabilidade para os possiveis
valores de Y dado que X = X.

Seja R_ o conjunto de todos os pontos no dominio de (X,Y),para o qual
X=X

/, y|x da as probabilidades condicionais para os valores de Y no
conjunto R




Propriedades

Como a fun¢ao de massa de probabilidade condicional / Y|x()/ ) éuma
funcio de massa de probabilidade para todoy em R, . as seguintes
propriedades devem ser satisfeitas:

f,x(¥)20

f, (¥)=1
R,

P(X =x|Y=y)= 1, (y)




Exemplo
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Meédia e Variancia

Definic2do. Seja R_ o conjunto de todos os pontos do dominio de (X,Y)
tais que X = X. A média condicional de Y, dado X = x ¢ definida por

ECY[x) =, =1 vy, (V)
R,

A variancia condicional de Y, dado X = X ¢ definida por

V(Y [X)=! $|x:# (y” “Y|x)2 fy(Y) =# Yy Ty () “$|x
R, R,




Exemplo. Média condicional de Y, dado que X = 2

E(Y |2) = p,,, = 0(0.040 +1(0.320 + 2(0.640 = 1.6
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Numero esperado de bits aceitaveis dado que 2 dos 4 bits sao

suspeitos.
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Independéncia

Em alguns experimentos aleatorios, o conhecimento dos valores de X
nao muda qualquer das probabilidades associadas com Y.

Exemplo. Em uma operagdao de moldagem plastica, cada parte ¢
classificada quanto a sua conformidade com especificacoes de
cor € comprimento.

v — { l a parte esta conforme com a especificagao de cor

0 caso contrario

l a parte esta conforme com a especificacao de comprimento
0 caso contrario



Distribui¢ao de probabilidade conjunta de Xe Y :

Sy (x,7)
Yy
0.0098 0.9702
1] e o
0.0002 0.0198
Oe o



Note que fxv(x’ y) = fx (X) fY(y) Para todo X, Y.

fy(y) = --
098 1 .0.0098 . 0.9702
0.0002 0.0198
0.02 o e
0 1 x
fx()= 0.01 0.99
oy oW BOOLO)
Y'X f, (%) f, (%) !

As variaveis aleatdrias X € Y sao independentes.



As seguintes afirmagoes sdao equivalentes:

X e Y sao independentes
oY) =1,01,(y), !Xy

fY‘X(x): f,(y), ! Xy com f (X)>0

fX|y(x): f.(xX), ! Xycomf (y)>0
P(X! AY! B)=P(X! AP(X! B)

para quaisquer conjuntos A € B nos dominios
de X e Y, respectivamente.




Se o conjunto de pontos associados a fxv(x> y) nao ¢ retangular,
nao ha idependéncia entre X e Y.

T~

conhecimento de X restringe valores de probabilidade de Y

Reciproca ndo ¢ verdadeira.

Na pratica o a independéncia ou ndo das variaveis ¢ conhecida previamente,
a partir do experimento.



Exemplo. Em uma grande remessa de partes, 1% ndo estdo em
conformidade com as especificagoes.

O fornecedor mspeciona uma amostra aleatoria de 30 partes. X € a variavel
aleatoria que denota o niumero de partes na amostra que ndo estao conformes
com as especificacoes.

O comprador inspeciona outra amostra aleatoria de 20 partes. Y ¢ a variavel
aleatoria que denota o niumero de partes na amostra que nao estao conformes
com as especificacoes.

Qual ¢ a probabilidade deque X <l1e¥Y <1 ?

Amostras sejam tipicamente selecionadas sem substituicao. No entanto, se
o lote ¢ grande relativamente ao tamanho das amostras, entdo:

- as amostragens podem ser supostas sem substituicao ;
- Xe Y sdo independentes com boa aproximagao.



Portanto,

A distribuicdo de probabilidade marginal de X ¢ binomial com

n=30, p=0.01
A distribuigdo de probabilidade marginal de Y € binomial com

n=20, p=0.01

Independéncia:
P(X <1Y <1) = P(X <1)P(Y <1)

Distribui¢do binomial:

f — ﬂ! x1| n!x_II n%x1| n! x
(X)—X!(n! X)!p( ' p) %, p (! p)

X &



Calculo em Maple:

>fb:=(x,n,p) ->binomial (n,x) *p*x* (1-p) * (n-x) :
>p:=0.01:
>sum(fb(x,30,p) ,x=0..1) ;

0.9638520017

>sum(fb (x,20,p) ,x=0..1);

0.9831406624

Probabilidade alta, dado que ha
1% de falhas

Portanto,
P(X! LY! )=P(X! DPY! 1) /

= (0.963852)(0.983140)=0.947602



Se a exigéncia for que nenhuma parte defeituosa seja encontrada nas
amostras:

> P (X=0) :=fb (0,30,p) ;
P(X= 0):=0.7397003734
>P(Y¥Y=0) :=fb(0,20,p) ;

P(Y= 0):=0.8179069376

> P (X=0) *P (Y=0) ;
0.6050060671

[

Probabilidade ainda muito alta

U

Inspecao ndo ¢ um meio efetivo para se garantir qualidade




