
Distribuições de Probabilidade Conjuntas 

1. Duas vari‡veis aleat—rias discretas 

Exemplo 1.  No desenvolvimento de um novo receptor para transmissão 
digital de informação, cada bit é classificado como aceitável, suspeito ou 
inaceitável, dependendo da qualidade do sinal recebido, com probabilidades 0.9, 
0.08 e 0.02, respectivamente. Suponha que cada bit é independente.  

São analisados 4 bits transmitidos 

X - número de bits aceitáveis 
Y - número de bits suspeitos 

Dist. binomial com n = 4, p = 0.9 

Dist. binomial com n = 4, p = 0.08 



Y e X estão vinculados:   se y =3, então x= 0 ou 1. 



Distribuição de probabilidade bivariada:   P( X = x,Y = y)

Definição. A função de massa de probabilidade conjunta das variáveis 
aleatórias discretas X e Y é denotada por  

  fXY(x, y)

e satisfaz as condições:  

  fXY(x, y) ! 0

  
fXY(x, y) = 1

Y
!

X
!

  fXY(x, y) = P( X = x,Y = y)



   n = n1 + n2 ++ nr

Permutações de  

objetos  

tipo 1 tipo 2 

tipo r 

  

n!
n1!n2 ! ... nr !



Eventos associados a bits:  a ,  s,  u  

aceitável  suspeito inaceitável 

  P( X = 2,Y = 1) = P(aasu) = 12(0.9)2(0.08)(0.02) = 0.0156

Possíveis sequencias consistindo de dois a , 
 um s e um u 



Distribuição de Probabilidade Marginal  

Quando temos mais de uma variável aleatória em um experimento aleatório, 
é importante distiguir entre:  

•  Distribuição de probabilidade conjunta de X e Y 
•  Distribuição de probabilidade de cada variável individualmente.  

distribui•‹o de probabilidade marginal  

No nosso exemplo:  
A distribuição marginal de X é binomial com n = 4 e p = 0.9 
A distribuição marginal de Y é binomial com n = 4 e p = 0.08  



Por exemplo,  

  

P( X = 3) = P( X = 3,Y = 0) + P( X = 3,Y = 1)
= 0.0583+ 0.2333 = 0.292

De fato,  

  
P( X = 3) = 4

3

!
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0.930.11 = 0.292

  fX (3) = P( X = 3)

Notação: 



Definição. Se X e Y são variáveis aleatórias discreta com função de 
massa de probabilidade conjunta  

  fXY(x, y)

Então as funções de massa de probabilidade marginais de X e Y são: 

  
fX (x) = P( X = x) = fXY (x, y)

Rx

!

  
fY ( y) = P(Y = y) = fXY (x, y)

Ry

∑

conjunto de todos os pontos no domínio de (X,Y) tal que X = x 

conjunto de todos os pontos no domínio de (X,Y) tal que Y= y 



Variância e Valor Esperado 

  

E( X) = µX = xfX (x) =
x
! x xfXY(x, y)

Rx

!
"

#
$

%

&
'

x
!

= xfXY(x, y)
Rx

!
x
! = xfXY(x, y)

R
!

  

V( X) = σ X
2 = (x − µX )2

x
∑ fX (x) = (x − µX )2 fXY

Rx

∑
x
∑ (x, y)

= (x − µX )2 fXY(x, y)
Rx

∑
x
∑ = (x − µX )2 fXY(x, y)

R
∑

R – todos os pontos do domínio de (X,Y).  



Como a distribuição marginal de X é binomial,  

Além disso,  



Voltando ao exemplo: 

  

P(Y = 0 | X = 3) =
P( X = 3,Y = 0)

P( X = 3)

=
fXY(3,0)

fX (3)
=

0.05832
0.2916

= 0.200

Probabilidade  condicional  

  P(B | A) = P(B∩ A) / P(B)



Definição.  Dadas variáveis aleatórias discretas X e Y com função de 
massa de probabilidade  

  fXY(x, y)

A função de massa de probabilidade condicional de y, dado X = x, é 

  
fY|x( y) =

fXY(x, y)
fX (x)

, para     fX (x) > 0

  
P(Y = 1| X = 3) =

P( X = 3,Y = 1)
P( X = 3)

=
fXY(3,1)

fX (3)
=

0.2333
0.2916

= 0.800



  
fY|x

•  Usada para encontrar as 
probabilidades dos possíveis 
valores para Y dado que X = x. 

•  Função de massa de 
probabilidade para os possíveis 
valores de Y dado que X = x.  

Seja         o conjunto de todos os pontos no domínio de (X,Y), para o qual 
X = x.  

Função de massa de probabilidade condicional  

  
fY |x dá as probabilidades condicionais para os valores de Y no 

conjunto  



Propriedades 

Como a função de massa de probabilidade condicional              é uma 
função de massa de probabilidade para todo y em        ,  as seguintes 
propriedades devem ser satisfeitas:  

  
fY |x ( y)

  
fY|x( y) ≥ 0

  
fY|x

Rx

! ( y) = 1

  
P( X = x |Y = y) = fY|x( y)



Exemplo  

  
fY|x( y) =

fXY(x, y)

fX (x)

  
fY|3(0) = P(Y = 0 | X = 3) =

P( X = 3,Y = 0)
P( X = 3)

fXY(3,0)
fX (3)

=
0.05832
0.2916

= 0.200

 5.83E-2+0.2333 

  
P(Y = 1| X = 3) =

P( X = 3,Y = 1)
P( X = 3)

=
fXY(3,1)

fX (3)
=

0.2333
0.2916

= 0.800





Média e Variância 

Definição.  Seja        o conjunto de todos os pontos  do domínio de  (X,Y) 
tais que X = x.  A média condicional de Y, dado X = x é definida por  

  
E(Y | x) = µY|x = y fY|x( y)

Rx

!

A variância condicional de Y, dado X = x é definida por  

  
V(Y | X) = ! Y|X

2 = ( y " µY|x )2 fY|x( y)
Rx

# = y2 fY|x( y)
Rx

# " µY|x
2



Exemplo. Média condicional de Y, dado que X = 2 

  
E(Y |2) = µY|2 = 0(0.040) +1(0.320) + 2(0.640) = 1.6

Número esperado de bits aceitáveis dado que 2 dos 4 bits são 
suspeitos.  



Independência  

Em alguns experimentos aleatórios, o conhecimento dos valores de  X 
não muda qualquer das probabilidades associadas com Y. 

Exemplo.  Em uma operação de moldagem plástica, cada parte é 
classificada quanto à sua conformidade com especificações de 
cor e comprimento.  

a parte está conforme com a especificação de cor 

a parte está conforme com a especificação de comprimento 

caso contrário 

caso contrário 



Distribuição de probabilidade conjunta de X e Y :  

  fXY (x, y)



Note que  
  fXY(x, y) = fX (x) fY( y) Para todo x, y.  

  
fY|x( y) =

fXY(x, y)

fX (x)
=

fX (x) fY( y)

fX (x)
= fY( y)

As variáveis aleatórias X e Y são independentes.  



As seguintes afirmações são equivalentes:  

X e Y são independentes 

  fXY(x, y) = fX (x) fY( y), ! x, y

  
fY|x(x) = fY( y), ! x, y com  fX (x) > 0

  
fX |y(x) = fX (x), ! x, y com  fY( y) > 0

  P( X ! A,Y ! B) = P( X ! A)P( X ! B)
para quaisquer conjuntos A e B nos domínios 
de X e Y, respectivamente. 



Se o conjunto de pontos  associados a                        não é retangular, 
não há idependência entre X e Y.    fXY(x, y)

conhecimento de X restringe valores de probabilidade de Y 

Recíproca não é verdadeira. 

Na prática o a independência ou não das variáveis é conhecida previamente, 
a partir do experimento.  



Exemplo. Em uma grande remessa de partes, 1% não estão em 
conformidade com as especificações. 

 O fornecedor inspeciona uma amostra aleatória de 30 partes. X é a variável 
aleatória que denota o número de partes na amostra que não estão conformes 
com as especificações.  

O comprador inspeciona outra amostra aleatória de 20 partes. Y é a variável 
aleatória que denota o número de partes na amostra que não estão conformes 
com as especificações.  

Qual é a probabilidade de que    X ≤1eY ≤1  ?

Amostras sejam tipicamente selecionadas sem substituição. No entanto, se 
o lote é grande relativamente ao tamanho das amostras, então: 

 - as  amostragens podem ser supostas sem substituição ; 
 - X e Y são independentes com boa aproximação.  



A distribuição de probabilidade marginal de X é binomial com  

Portanto,  

  n = 30, p = 0.01

A distribuição de probabilidade marginal de Y é binomial com  

  n = 20, p = 0.01

  P( X ≤1,Y ≤1) = P( X ≤1)P(Y ≤1)

Independência:  

  
f (x) =

n!
x! n ! x( )! px(1 ! p)n! x = n

x

"

#$
%

&'
px(1 ! p)n! x

Distribuição binomial:  



> fb:=(x,n,p)->binomial(n,x)*p^x*(1-p)^(n-x): 

> p:=0.01: 

> sum(fb(x,30,p),x=0..1); 

Cálculo em Maple:  

> sum(fb(x,20,p),x=0..1); 

  

P( X ! 1,Y ! 1) = P( X ! 1)P(Y ! 1)
= (0.963852)(0.983140)=0.947602

Portanto, 

Probabilidade alta, dado que há 
1% de falhas 



Se a exigência for que nenhuma parte defeituosa seja encontrada nas 
amostras:   

> P(X=0):=fb(0,30,p); 

> P(Y=0):=fb(0,20,p); 

> P(X=0)*P(Y=0); 

Probabilidade ainda muito alta 

Inspeção não é um meio efetivo para se garantir qualidade 
⇓


