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Matemática Aplicada MAP0001 - 2009/2

Fernando Deeke Sasse
Departamento de Matemática, UDESC - Joinville

Soluções da Prova 1

1. [2] Encontre o vetor tangente, o vetor normal unitário e a curvatura do ciclóide 

{ }, onde .

Solução

Para que o comando expand possa ser usado para fazer simplicações trigonométricas, definiremos 

 Além disso, temos que informar ao sistema sobre o domínio de  para eliminar a 

ambiguidade do sinal de 

 O vetor posição é definido por: 

O vetor velocidade é dado por 

O seu módulo é:

O vetor tangente unitário é então dado por 

Notemos que . Por outro lado,

de modo que 

Como 
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 é dado por

a curvatura toma a forma

O vetor normal unitário é então dado por 

Usando os comando do pacote VectorCalculus podemos verificar nossos resultados:

Expressando os resultados em termos de , temos
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2. [6] Uma partícula descreve uma trajetória definida por . Determine no 
instante :
(i) Os vetores  velocidade e a aceleração da partícula;
(ii) Os vetores  aceleração centrípeta e aceleração tangencial;
(iii) As retas tangente, binormal e normal principal;
(iv) A curvatura;
(v) O plano osculador;

(vi) A integral que dá o comprimento da curva entre  e  (não é necessário calcular a 

integral);
(vii) O vetor velocidade angular relativamente à origem e relativamente ao centro de curvatura da 
curva (intrínseco);
Solução:
Ao contrário do que fizemos na primeira questão, esolveremos as questões acima sem o auxílio de 
nenhum pacote do Maple.
(i)

restart:
Em qualquer instante a posição da partícula é dada por 

r:=[t^3, sin(t), t+1 ];

A velocidade é dada por 

v:=diff(r,t);

A aceleração é dada por 

a:=diff(v,t);

Em , 

t:=3.;
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r;v;a;

(ii) Definamos procedimentos para calcular a norma, o produto vetorial e o produto escalar de 
vetores:

norma:=proc(L)

   local i;

   sqrt(L[1]^2+L[2]^2+L[3]^2):

end:

prodscalar:=proc(a,b)

   simplify(sum(a[i]*b[i],i=1..3)):

end:

prodvect:=proc(a,b)

  [a[2]*b[3]-a[3]*b[2],a[3]*b[1]-a[1]*b[3],a[1]*b[2]-a[2]*b

[1]];

end:
A aceleração tangencial é dada pela projeção

at:=prodscalar(a,v)/(prodscalar(v,v))*v;

evalf(at);

A aceleração centrípeta agora é dada por

ac:=a-at;

ac:=evalf(ac);

 (iii) 
Reta tangente:

eqretatan := [(X-r[1])/v[1] = k, (Y-r[2])/v[2] = k, (Z-r[3])

/v[3] = k];

A reta binormal deve ter a direção do vetor 

B:=prodvect(v,a);

Portanto a reta binormal é dada por  

eqretabin:=[(X-r[1])/B[1]=k,(Y-r[2])/B[2]=k,(Z-r[3])/B[3]=k];
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Reta normal principal: 

eqretanorm := [(X-r[1])/ac[1] = k, (Y-r[2])/ac[2] = k, (Z-r

[3])/ac[3] = k];

 (iv) O quadrado da curvatura é dado por

ksq:=prodscalar(prodvect(v,a),prodvect(v,a))/prodscalar(v,v)

^3; 

Ou seja, a curvatura é dada por 

k:=sqrt(ksq);

evalf(%);
0.001154155201

(v) O plano osculador é dado por 

prodscalar(B, [X-r[1], Y-r[2], Z-r[3]]) = 0;

I1 := Int(norma(v), t = 0 .. 2*Pi);

Tal integral não possui solução exata, mas pode ser resolvida numericamente:

I1 := evalf(%);

(viii) A velocidade angular relativamente à origem é dada em módulo por 

t := 3.;

omega1 := prodvect(r, v)/norma(r)^2;

A velocidade angular intrínseca tem módulo

wscalar2:=norma(v)/(1/k);

Sua direção é oposta à direção do vetor binormal: 

omega2 := -wscalar2*B/norma(B);

Ela pode também ser calculada pela fórmula:
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omega2 := prodvect(a, v)/norma(v)^2;

3. [2] Seja a curva definida pela intersecção das superfícies  e  . 

Determine a reta tangente a esta curva no ponto ( ).

Solução:

restart:

with(linalg):

Phi[1] := x*y^2+x-3-z;

Phi[2] :=  x+y^2+3-z;

r0:=[5/2, 2, 19/2];

Vamos calcular os determinantes das matrizes

D1:=matrix([[diff(Phi[1],y),diff(Phi[1],z)],[diff(Phi[2],y),

diff(Phi[2],z)]]);

D2:=matrix([[diff(Phi[1],z),diff(Phi[1],x)],[diff(Phi[2],z),

diff(Phi[2],x)]]);

D3:=matrix([[diff(Phi[1],x),diff(Phi[1],y)],[diff(Phi[2],x),

diff(Phi[2],y)]]);

A reta tangente é então dada por

x:=r0[1];y:=r0[2];z:=r0[3];
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reta:=[(X-r0[1])/det(D1)=k,(Y-r0[2])/det(D2)=k,(Z-r0[3])/det

(D3)=k];

 É interessante ilustrar graficamente a solução deste problema

restart;

with(plots):

p1:=implicitplot3d(x*y^2+x-3-z,x=-3..5,y=-6..6,z=-20..20,

color=grey):

p2:=implicitplot3d(x+y^2+3-z,x=-3..5,y=-6..6,z=-20..20,color=

green):

reta := [-(1/6)*X+5/12 = k, (1/4)*Y-1/2 = k, (1/10)*Z-19/20 =

k];

X1:=solve(reta[1],X);Y1:=solve(reta[2],Y);Z1:=solve(reta[3],

Z);

p3:=spacecurve([X1,Y1,Z1],k=-0.7..1,color=black,thickness=2):

display([p1,p2,p3],axes=boxed);
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