
Distribui•‹o de Erlang 

Uma vari‡vel aleat—ria exponencial  descreve a dist‰ncia  atŽ que 
a primeira contagem Ž obtida em um processo de Poisson.  

Generaliza•‹o da distribui•‹o exponencial :  

O comprimento atŽ que  r contagens ocorram em um processo de Poisson.   

Vari‡vel aleat—ria de Erlang 



Exemplo.  As falhas de grandes unidades processadoras de grandes 
sistemas computacionais s‹o frequentemente modeladas como um 
processo de Poisson.  

Tipicamente falhas n‹o s‹o causadas por desgaste de componentes e sim 
por falhas aleat—ria de um grande nœmero de circuitos semicondutores nas 
unidades. 

Suponha que 
¥! as unidades que falham s‹o imediatamente consertadas.  
¥! o nœmero mŽdio de falhas por hora Ž 0.0001 
¥! X : tempo atŽ que 4 falhas ocorram.  

Determine  

  P( X > 40000)



Seja N o nœmero de falhas em 40000 h de opera•‹o.  

O tempo atŽ 4 falhas excede 40000 h se e somente se o nœmero 
de falhas in 40000 h Ž 3 ou menos.  

  P( X > 40000) = P(N ! 3)

A suposi•‹o de que as falhas seguem um processo de Poisson implica que 
N term uma distribui•‹o de Poisson com  

  λ = E(N ) = Np = 40000(0.0001) = 4( falhas por 4000h)

    
f (x) =

e! ! ! x

x !
Dist. Poisson:  



Portanto, 

  
P(x > 40000) = P(N ≤ 3) =

e−44k

k!k=0

3

∑ = 0.433

Defini•‹o.   A vari‡vel aleat—ria X que Ž igual ao intervalo de 
comprimento atŽ que r contagens ocorram em um processo de Poisson 
com mŽdia  

Ž uma vari‡vel aleat—ria X de Erlang  com par‰metros ,         e  r ,  com 
densidade de probabilidade  dada por  

   
f (x) =

λ r xr−1e−λx

(r −1)!
, x > 0, r = 1,2,…





> f:=(x,r,lambda)->lambda^r*x^(r-1)*exp(-lambda*x)/(r-1)!; 

> plot([f(x,1,1),f(x,5,1),f(x,5,2)],x=0..13,color=[red, green, blue]); 



Notemos que  

  

λ r xr −1e−λx

(r −1)!0

∞

∫ dx=
Γ(r )

(r −1)!
onde  

  
! (z) = e" tt z " 1 dt

0

#

$ , Re(z) > 0

ƒ a fun•‹o gama  que Ž tabelada.  Se z = n  Ž inteiro,  

  Γ(n) = (n−1)!

Como r Ž inteiro,  

  

! r xr " 1e" ! x

(r " 1)!0

#

$ dx = 1

parte real de z 



Comprovamos os resultados anteriores no Maple:  

> f:=(x,r,lambda)->lambda^r*x^(r-1)*exp(-lambda*x)/(r-1)!; 

> assume(lambda>0);  

> I1:=int(f(x,r,lambda),x=0..infinity); 

> assume(r::integer); 

> simplify(I1,GAMMA); 



Notemos ainda que  

onde  

Ž denomindada fun•‹o gama incompleta.  Tal fun•‹o tambŽm Ž tabelada.  



No Maple,  

> f:=(x,r,lambda)->lambda^r*x^(r-1)*exp(-lambda*x)/(r-1)!; 

> assume(lambda>0);  

> assume(x0>0); 

>int(f(x,r,lambda),x=x0..infinity); 



Resolu•‹o do exemplo anterior: 

  

P( X > 40000) = f (x)dx=
40000

∞

∫
λ r xr −1e−λx

(r −1)!40000

∞

∫ dx

=
0.00014 x4−1e−0.0001x

(4−1)!40000

∞

∫ dx=
Γ(4,4)

3!
=

2.600821
3!

= 0.4335

Vari‡vel aleat—ria de Erlang Vari‡vel alet—ria binomial negativa 

Soma de r vari‡veis aleat—rias geomŽtricas 

Soma de r vari‡veis aleat—rias exponenciais 



Valor esperado e vari‰ncia da vari‡vel alet—ria de Erlang 

  
µ = E( X ) =

r
!

, " 2 = V ( X ) =
r

! 2

> int(x*f(x,r,lambda),x=0..infinity); 

> mu:=simplify(%,GAMMA); 

> assume(lambda>0); 



> int((x-mu)^2*f(x,r,lambda),x=0..infinity); 

> simplify(%,GAMMA); 



Distribui•‹o Gama  

- Generaliza•‹o da distribui•‹o de Erlang para r n‹o inteiro  

   
f (x) =

! r xr " 1e" ! x

(r " 1)!
, x > 0, r = 1,2,É

   

f (x) =
! r xr " 1e" ! x

#(r)
, x > 0, r = 1,2,…

r > 0, ! > 0



  
f (x) =

! r xr " 1e" ! x

#(r )
, x > 0, r > 0, ! > 0

  
! (r) = e" tt r " 1 dt

0

#

$ , r > 0

fun•‹o gama  

Propriedades:  

   ! (r) = (r " 1)! (r " 1)
   
!

1

2

"

#
$$$$

%

&
''''

= !

  Γ(1) = 0! = 1   Γ(n) = (n −1)!

n inteiro 



   
f (x) =

! r xr " 1e" ! x

#(r )
, x > 0, r = 1/ 2,1, 3/ 2,É , ! = 1/ 2

Distribui•‹o      - quadrado   !



> plot([f(x,1,1),f(x,4,2),f(x,5,7)],x=0..6, color=[red,green,blue]); 



> plot([f(x,1,1/2),f(x,3/2,1/2),f(x,2,1/2)],x=0..14,  
color=[red,green,blue]); 



Distribui•‹o de Weibull  

Distribui•‹o usada para modelar o tempo atŽ uma falha em diversos 
sistemas f’sicos.  

Nœmero de falhas  
aumenta com o tempo 

Nœmero de falhas  
decresce com o tempo 
(alguns semi-condutores)  

Nœmero de falhas  
permanece constante 
(falhas por causas 
aleat—rias) 



Defini•‹o.  A vari‡vel aleat—ria X com fun•‹o densidade de probabilidade 

    
f (x) =

β
δ

x
δ

!

"
####

$

%
&&&&

β ' 1

e' (x / δ)β , x > 0

Ž uma vari‡vel aleat—ria de Weibull, onde  

   ! > 0 par‰metro de escala 

   ! > 0 par‰metro de forma 



Fun•‹o de distribui•‹o cumulativa:  

    

F(x) = f (t )dt =
0

x

∫ 1−e(x/ ! )"

> fwb:=(x,beta,delta)->(beta/delta)*(x/delta)^(beta-1)* 
exp(-(x/delta)^beta); 

Prova: 

> assume(beta>0);assume(delta>0); 

> int(fwb(t,beta,delta),t=0..x); 



> plot([fwb(x,1,1),fwb(x,6.2,3.4),fwb(x,3.4,4.1)], 
x=0..7,color=[blue,red,black]); 



MŽdia e Vari‰ncia 

    
µ = E(X ) = ! ! 1 +
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> mu:=int(t*fwb(t,beta,delta),t=0..infinity); 

> int((t-mu)^2*fwb(t,beta,delta),t=0..infinity); 



Exemplo.  O tempo de falha de um mancal em um eixo mec‰nico Ž 
modelado por uma vari‡vel aleat—ria de Weibull com 

   
! =

1
2     ! = 5000h

Determine tempo mŽdio atŽ a falha. 

> plot(fwb(x,1/2,5000)); 



   E(X) = 5000 ! (1 + 1 / 0.5) = 5000 ! (3) = 5000(2!) = 10000h

Determine a probabilidade de que o mancal dure pelo menos 6000h. 

   

P(x > 6000) = 1 ! F(6000) = exp !
6000
5000

"
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,
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= e! 1.095 = 0.334

Ou seja, 33.4% dos mancais duram pelo menos 6000h. 


