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1 Aceleração tangencial e centrípeta

Mostremos que a aceleração de uma partícula viajando ao longo de uma trajetória  é dada por 

           (1.1)

onde  é o módulo da velocidade da partícula. Usando o elemento de comprimento de arco 

,         (1.2)
podemos escrever

,      (1.3)

de modo que 

      (1.4)

Por outro lado, 

,        (1.5)

onde  é o raio de curvatura da curva num dado ponto. substituindo (1.5) em (1.3) obtemos

  .       (1.6)

O primeiro termo é a componente tangencial da aceleração, paralela ao vetor velocidade. A segunda é a 
chamada aceleração centrípeta, normal ao vetor velocidade. 

Determinemos as componentes tangencial e normal da aceleração , sendo  e  conhecidos. Sejam

,    .         (1.7)

Devemos aqui reescrever a aceleração como 

  ,                                      (1.8)

onde  e  a   denotam as componentes tangencial e normal (centrípeta) da aceleração, respectivamente. 

Fazendo o produto escalar de (E1.2) por  obtemos

 ,                              (1.9)

de modo que 

 .        (E1.4)

Por outro lado, fazendo o produto vetorial de (E1.2) por  obtemos

       (1.10)

Tomando o módulo em ambos os lados obtemos, finalmente,

 .       (1.11



2 Velocidade e aceleração angular em torno de um eixo

Quando uma partícula move-se numa trajetória circular, a taxa de variação da posição angular 
relativamente ao centro é chamada velocidade angular:

.      (2.1)

Consideremos agora uma partícula que se move instantaneamente ao longo de uma circunferência 
instantânea de raio , em torno do eixo de rotação (perpendicular ao plano do movimento), como 
mostado na Figura 1.

Fig.1 Partícula girando em torno de um eixo.

A posição da partícula é denotada por , que tem como origem um ponto arbitrário  sobre o eixo de 
rotação e a velocidade é 

      (2.2)

O módulo instantâneo  da velocidade pode ser dado por

Notemos que a direção da velocidade linear  é perpendicular a  e está no plano da circunferência. 

É conveniente determinar uma representação vetorial para a velocidade angular. Notemos que se a 
partícula move-se instantaneamente em um plano, a normal a este plano define a direção do vetor 
binormal. Definimos a direção do vetor velocidade angular como sendo a mesma do vetor binormal. Se 
escrevermos 

,                            (2.4)

obteremos consistência com as definições acima. Note que tal definição é válida somente se a origem 
estiver sobre o eixo de rotação. 

A aceleração centrípeta é definida por 

.                   (2.5)

Podemos então expressar a aceleração linear como 

.             (2.6)



Usando a identidade 

 ,                (2.7)
podemos reescrever o segundo termo como

 .                       (2.8)

Portanto,

 ,                            (2.9)

de modo que  é  a aceleração centrípeta e  a aceleração tangencial. 

Notemos que se escolhermos a origem  de tal modo que , temos

 .                    (2.10)

3 Velocidade angular intrínseca

Um ponto ou uma partícula movendo-se arbitrariamente no espaço pode ser considerado em um dado 
instante, como movendo-se em um plano numa trajetória circular em torno de um dado eixo. O raio  da
trajetória é igual ao raio de curvatura da trajetória no dado ponto. Ou seja, a trajetória que a partícula 

descreve durante um intervalo de tempo infinitesimal  é pode ser representada por uma arco 

infinitesimal de circunferência. A linha que passa pelo centro da circunferência e é perpendicular à 
direção instantânea do movimento é chamada eixo instantâneo de rotação. A velocidade angular 

associada, de módulo /  , onde  é o módulo da velocidade da partícula, é chamada velocidade 

angular intrínseca. Tal situação é ilustrada na Figura 2. 

Fig.2 Velocidade angular intrínseca de uma partícula 

Como nossa análise de geometria diferencial da curva é válida para qualquer origem , ela pode ser 
feita, em particular com a escolha da origem no centro da circunferência de raio  , sobre o eixo de 
rotação instantâneo. Portanto, podemos escrever 

                        (3.1)

Faendo o produto vetorial do vetor normal  por  definido acima obtemos 

  .                     (3.3)

Como  e  obtemos

 ,                                        (3.4)



 .                                             (3.5)      

Como r é aqui o raio de curvatura local da curva, podemos escrever

  ,                  (3.6)

onde  é a curvatura local da curva. Notemos agora que 

.                 (3.7)

onde  é a aceleração da partícula. De fato, como  está no plano definido por  e  o produto  é 

perpendicular a este plano e consequentemente  tem a mesma direção de . Verifiquemos a 
igualdade dos módulos. Tomando o módulo no termo do lado direito da equação acima, e sabendo que   

/  , temos

   .               (3.8)   

Portanto, 

 .               (3.9)

4 Velocidade angular relativa a um ponto qualquer

Suponhamos que a trajetória da partícula é descrita relativamente a uma origem arbitrária. Como 

mostrado na Figura 3, é conveniente decompor o vetor velocidade numa soma de um vetor paralelo a  , 

denotado por  e outro vetor ortogonal a , denotado por , de modo que 

  .             (4.1)

Fig.3 Velocidade angular intrínseca de uma partícula 
Podemos então escrever

 ,                 (4.2)

onde  é a velocidade angular instantânea da partícula, relativamente a um observador situado em . O 

eixo de rotação é a reta que passa por O e é instantaneamente ortogonal ao plano definido por  e . 

Fazendo o produto vetorial de  por  definido acima obtemos

 .             (4.3) 

Como o último termo é nulo, podemos escrever

               (4.4)
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Exercício. Calcule a velocidade angular intrínseca e a velocidade angular relativa à origem de uma 

partícula que segue uma trajetória definida por , em . 

Exemplos

E1  Curvatura e tríade de Serret-Frenet

Exemplo 1  Seja a curva  dada por  Determinemos

gráfico da curva no intervalo . 

O raio de curvatura médio neste intervalo é 

onde  é o comprimento de arco do intervalo e  é o ângulo entre os vetores tangentes definidos nos 

extremos dos intervalos. O vetor tangente em qualquer ponto é dado por
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O ângulo entre estes vetores é:

O comprimento de arco é 

Portanto, o raio de curvatura médio é dado por

O raio de curvatura é qualquer ponto é 



(9)(9)

(3)(3)

Note que para qualquer curva não-trivial a expressão da curvatura torna-se bastante complexa. 
Façamos um gráfico do raio de curvatura no intervalo:



(9)(9)
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Determinemos exatamente os valores máximo e mínimo da curvatura neste intervalo e os valores de  
onde eles ocorrem

t
0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

16000

18000

Ou seja,  em  e 

 em  .

Determinemos a tríade de Serret-Frenet. Os vetores normal e binormal são dados por
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Portanto,   temos

O plano osculador neste ponto é dado por 

O plano retificador é

 As retas tangente, normal e binormal em são  dadas, respectivamente, por
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Façamos o gráfico da curva junto com as retas tangente, normal principal e binormal.

Exemplo 2  Seja a curva  dada por  Determinemos a evolução da tríade 
de Serret-Frenet no intervalo . 

O vetor tangente tangente é dado por 
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O vetor tangente unitário é 

O vetor normal unitário é dado por (as expressões são demasiado grandes para serem mostradas):

O vetor binormal é dado por 

A seguir multiplicamos os vetores unitários  tangente, normal principal e binormal por um parâmetro. 
Isso assegura que ao especificar um dado  teremos segmentos com o mesmo comprimento . 

Por conveniência parametrizamos a vetor posição:

Definimos gráficos para as segmentos que representam as tríades, em 100 valores diferentes do 
parâmetro no intervalo , ao longo da curva representada por  : 

Para apresentar as tríades em uma animação podemos usar os comandos:

O gráfico da curva é dado por 

Apresentamos agora todos os gráficos definidos acima de forma simultânea: 
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