Distribuicdo de Poisson

Exemplo. Considere a transmissdo de n bits em um canal de
comunicagdo digital.

X : ndmero de bits em erro

Probabilidade p de erro constante e transmissoes independentes

!

Distribui¢cdo binomial

A= pn
E(X)=pn =X\

f(x)= d p(d-p)y— = § (ijx(l—&jm
x!(n—x)! X\ n n




Suponhamos que o ndmero de bits transmitidos aumenta e a
probabilidade de um erro decresce de modo tal que pn permanece
constante.

E(X) = A = pn = const.
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Prova:

Passo 1 1—p)" % ~e ™




Deducdo

In|(I = p)" ™| = (n — 2)In(l — p)

e’ =1-p+O0(p*)=1-7p
In(1 —p) ~ —p, para p K 1

(n —x)(—p) = —np




Passo 2 ~n”
(n — x)!
Deducdo:
ln{ n! } ~ In(n!) — In((n — z)!)
(n— ) -

= nlnn—n—(n—2)ln(n —z)+ (n — )

In(n —x) = Inn + ln{l — f] ~ Inn + 1n(6—f17/n)
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Definigdo

Dado um intervalo de ndmeros reais, suponha que as contagens
ocorrem aleatoriamente ao longo do intervalo. Se o intervalo
pode ser particionado em subintervalos suficientemente
pequenos tais que:

1. aprobabilidade de mais de uma contagem em um
subintervalo é zero.

2. a probabilidade de uma contagem em um subintervalo é a
mesma para todos os subintervalos e proporcional ao
comprimento do subintervalo.

3. a contagem em cada subintervalo é independente dos outros
subintervalos.

Entdo o experimento € denominado um processo de Poisson.

— A A\
X - ndmero de contagens no intervalo €
- variavel aleatoria de Poisson / f(il?) '
z .

Fungdo de massa de probabilidade de X




Grdficos no Maple

> f:=(x,lambda) ->exp (-lambda) *1lambda” (x) / (x!) ;

e(—ka

f=x,A)—

x!
>n:=20:
>xdata:=[seq(x,x=0..n)]:
>ydata:=[seq(f(x,6) ,x=0..n)]:
>with (plots) :with (Statistics):

> Pl :=PointPlot (ydata,xcoords=xdata,
color=blue, symbol=circle):

>display (P1) :
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Exemplo Falhas ocorrem aleatoriamente ao longo de um fio de
cobre.

X - varidvel aleatéria que conta o nimero de falhas em um
comprimento de L mm de fio.

Suponha que o ndmero médio de falhasemL mmé A

Determine a distribui¢do de probabilidade de X

Partigdo do comprimento do fio em n subintervalos de
comprimento muito pequeno, p. ex. 1um

Suposigoes:

» probabilidade de que ocorra mais de uma falha no
subintervalo é desprezivel.

* falhas ocorrem aleatoriamente (cada subintervalo tem a
mesma probabilidade p de conter uma falha.

- a probabilidade de que um subintervalo contenha uma
falha é independente dos outros subintervalos.



Podemos modelar a distribuicdo de X como uma variavel
aleatéria binomial.

Como

E(X) = pn = XA = const.

temos

A
P ==
n

Se os subintervalos forem suficientemente pequenos, n
é muito grande e p muito pequeno.



Suponha que o nimero de falhas siga uma distribuigdo de Poisson,
com uma média de 2,3 falhas por milimetro. Determine a
probabilidade de termos exatamente 2 falhas em 1 mm de fio.

X - ndmero de falhas em 1 mm de fio

E(X)=23=pn= A\

—A\ T
P(X = g) = &2
z!
—2.3 2
P(X =2) =25 _ (965

2!



Determine a probabilidade de termos 10 falhas em 5 mm de fio.
E(X) = bmmx 2.3falhas / mm = 11.5falhas = pn = A

—11.5 10
P(X =10)= “— 19 53
10!

Determine a probabilidade de ao menos termos 1 falha em 2 mm
de fio.

E(X) = 2mmx 2.3 falhas / mm = 4.6 falhas = pn = A

PX>1)=1-PX =0)=1-¢"*% = 0.9899



Exemplo. A contaminagdo é um problema na manufatura de
discos dpticos. O ndmero de particulas de contaminagdo que
ocorrem em um disco optico tem uma distribui¢do de Poisson, e o
ndmero médio de particulas por cm quadrado de superficie de do
disco € 0.1. A drea do disco em estudo é de 100 cm quadrados.
Encontre a probabilidade de que 12 particulas ocorram na drea de
um disco sob estudo.

X - ndmero de particulas na drea de um disco sob estudo

E(X) = 100cm? x 0.1particulas / em? = 10 particulas = pn = X

—1019 12
Px =12) = “ 207 _ 0095
12!




Probabilidade de que nenhuma particula ocorra no disco sob
estudo

P(X =0)=¢" = 4.54x107°

Probabilidade de que menos 12 particulas ocorram na drea
do disco:

12 101
P(X <12) =) = ,'10
i=0 U

>P:=Sum(exp(-10) *10*i/
(i!),i=0..12)=evalf (Sum(exp (-10) *104i/ (i!),i=0..12));
12 (-10)
e 10
Pi= ) —————— 07915564764
i=0
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Variancia e Valor Médio

u=EX)=4

o’=V(X)=2A



Exemplo. Temos uma caixa com 200 fusiveis. A experiéncia
mostra que 2% deles sdo defeituosos. Qual a probabilidade de
encontrarmos 5 ou menos fusiveis defeituosos na caixa ?

n = 200 p = 0.02

E(X) = (200)(0.02) =4 = pn = A




Usando distribuicdo binomial

)=~ pra=py =" |pra-py
x'(n—x)' X
S, 200! 0 00
;x' (200~ x)’o 02%(1-0.02)
i( )o.ozxa—o.oz)”“

>p:=2/100:n:=200:

>P:=Sum(binomial (n,x) *p*x* (1-p) * (n-x) ,x=0..5);

>evalf (P) ; 0.7867224657
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> fp:=(x,lambda) ->exp (-lambda) *1lambda” (x) / (x!) ;
(—A)
xx

€

fp=(x,A)—

x!

>fb:=(x,n,p) ->binomial (n,x) *p*x* (1-p) * (n-x) ;

7 b:=(x, n, p)—> binomialn, x) p~ (1— p)(n_ *)

>n:=200:p:=0.02:1lambda:=n*p:
>xdata:=[seq(x,x=0..14)]:

>ydata p:=[seq(fp(x,lambda) ,x=0..14)]:
>ydata b:=[seq(fb(x,n,p) ,x=0..14)]:



>sum(fp (x,lambda) ,x=0..5) ;sum(fb(x,n,p) ,x=0..5);

0.7851303871
0.7867224657

>with (plots) :with (Statistics) :

> Pp:=PointPlot (ydata p,xcoords=xdata, color=blue,
symbol=circle) :

> Pb:=PointPlot (ydata b,xcoords=xdata, color=red,
symbol=circle) :

>display ([Pp,Pb]) ;
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